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Íåñæèìàåìàÿ, èäåàëüíàÿ è îäíîðîäíàÿ æèäêîñòü

Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

vt + (v,∇)v = −∇P, div v = 0, (EU)

Íåèçâåñòíûå: ñêîðîñòü v � âåêòîðíîå ïîëå íà D (çàâèñÿùåå îò âðåìåíè), è
äàâëåíèå P � ñêàëÿð. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ x1, x2, x3
((v ,∇)v)k = vjvkxj , j , k = 1, 2, 3.

Íà÷àëüíîå óñëîâèå: v|t=0 = v0, div v0 = 0.
S = ∂D 6= ∅⇒ ãðàíè÷íîå óñëîâèå: v(x) ‖ S , ∀ x ∈ S (íåïðîíèöàåìîñòü ãðàíèöû).

Èçâåñòíû ëîêàëüíûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ãëàäêèõ è êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé
(Ãþíòåð, Lichtenstein, 20-å ãîäû 20 âåêà. 70 ãîäû: Kato, Marsden & Ebin � ãëàäêèå
ðåøåíèÿ, ñîáîëåâñêèå ïðîñòðàíñòâà, ìíîãîîáðàçèÿ). Ãëîáàëüíûå òåîðåìû
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ÍÅÈÇÂÅÑÒÍÛ!

Ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü èëè êîëëàïñ:
ñóùåñòâóåò ëè ãëàäêîå íà÷àëüíîå ïîëå ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì íà òð¼õìåðíîì
ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè, òàêîå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà
ðàçâèâàåò ñèíãóëÿðíîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ?
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Ïîòîê. Ëàãðàíæåâà ôîðìà óðàâíåíèé.

X (t) : a 7→ X (a, t) äâèæåíèå æèäêîñòè:
∂tX (a, t) = v(X (a, t), t), X (a, t)|t=0 = a;

Ëàãðàíæåâà ôîðìà óðàâíåíèé

Xtt(a, t) = −∇xP, x = X (a, t) det X ′(t) = 1;

Âûâîäèòñÿ èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. ëàãðàíæèàí
∫
D

X 2

t (a, t)da = 0.

Ãåîäåçè÷åñêèå íà ãðóïïå SDiff (D)

Ýíåðãèÿ
∫
D

X 2

t (a, t)da çàäà¼ò ïðàâîèíâàðèàíòíóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó íà SDiff (D)⇒
óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè åñòü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ.

Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè

Êðàåâûå óñëîâèÿ X |t=0 = id ; X |t=1 = Y ∈ SDiff (D);

Ïóòü êðàò÷àéøåé äëèíû èç id â Y � ðåøåíèå.
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Âèõðü

ω = rot v � âèõðü òå÷åíèÿ; v = (v1, v2, v3), x = (x1, x2, x3)
ω = (v3x2 − v2x3 , v1x3 − v3x1 , v2x1 − v1x2) (äåêàðòîâû êîîðäèíàòû)

Óðàâíåíèå âèõðÿ: ωt = [v,ω] = (ω,∇)v − (v,∇)ω

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ
âèõðÿ: ω(x , t) = X ′(a, t)ω0(a), x = X (a, t), ω0 = rot v0;
öèðêóëÿöèé: v(x , t) · dx− v0(a) · da = dχ, x = X (a, t)

Ïëîñêèå òå÷åíèÿ íà ïëîñêîñòè x3 = 0: v = v1(x1, x2)e1 + v2(x1, x2)e2;

Âèõðü�ñêàëÿð (çàâèõðåííîñòü): ω = ωe3; ω = v2x1 − v1x2 ;

Óðàâíåíèå âèõðÿ: ωt + v · ∇ω = 0;

Ñîõðàíåíèå âèõðÿ: ω(X (a, t), t) = ω0(a), x = X (a, t)

Ðàâíîèçìåðèìîñòü: mes{x : ω(x , t) > α} ≡ const

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå êîëëàïñà (Beal-Kato-Majda)
tc∫
‖ω(·, t)‖∞,D dt =∞.
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×òî ñî(ïðîòèâî)äåéñòâóåò êîëëàïñó?

1. Íåñæèìàåìîñòü � ïðîòèâîäåéñòâóåò. Ïðèìåð: Ẍ = 0⇒ X = a + tv0(a),
v(x , t) = v

0(a), x = X (a, t). Íåñæèìàåìûå äâèæåíèÿ âîçìîæíû ëèøü â òîì
ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöà ∂v0/∂a íèëüïîòåíòà. Òîãäà (I + ∂v0/∂a)−1 � ìíîãî÷ëåí îò t,
òî åñòü, ðåøåíèå ïðîäîëæàåìî íåîãðàíè÷åíî ïî âðåìåíè.

2. Êâàäðàòè÷íàÿ íåëèíåéíîñòü � ñîäåéñòâóåò, äàæå íåëîêàëüíàÿ. Majda-Fokas et al
ââåëè ìîäåëüíîå óðàâíåíèå u = uKu, u = u(x , t), (x , t) = R× (0,∞) � ôóíêöèÿ íà
R, K � ãèëüáåðòîâ ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë, è íàøëè åãî ÿâíûå ðåøåíèÿ,
äîïóñêàþùèå êîëëàïñ.

3. Ïåðåíîñ. Ðîëü ñëîæíà. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå ut + V (u)ux = 0 âîçíèêíîâåíèå
óäàðíîé âîëíû èç ïèêà íà÷àëüíîé ôóíêöèè ïðè t > 0 íàáëþäàåòñÿ ïðè V ↑. Â
ïðîèâíîì ñëó÷àå íà÷àëüíûé ïèê ñãëàæèâàåòñÿ. Â òî æå âðåìÿ, ðàññìîòðèì ïåðåíîñ
íåñæèìàåìûì ïîëåì U(y)e1 ïàññèâíîé ïðèìåñè. Ðàñïðåäåëåíèå ïðèìåñè áóäåò
èìåòü âèä u(x , y , t) = ψ(x − tU(y), y). Ïðîèçâîäíàÿ uy ðàñò¼ò ëèíåéíî ñî âðåìåíåì.

Ïîòåðÿ ãëàäêîñòè (êîëëàïñ çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ)

Ãèïîòåçà Þäîâè÷à: â òèïè÷íîì ïëîñêîì òå÷åíèè (òð¼õìåðíîì) òå÷åíèè ãðàäèåíò
âèõðÿ (ñàì âèõðü) ðàñò¼ò íåîãðàíè÷åííî
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Ïåðâîíà÷àëüíûå ïðîäâèæåíèÿ â ïðîáëåìå ïîòåðè
ãëàäêîñòè

Þäîâè÷ ïîñòðîèë ôóíêöèîíàëû Ëÿïóíîâà äëÿ ïëîñêèõ òå÷åíèé ñ èíâàðèàíòíîé
ïðÿìîé è òð¼õìåðíûõ òå÷åíèé ñ èíâàðèàíòíîé ïëîñêîñòüþ, ñîäåðæàùåé
èíâàðèàíòíóþ ïðÿìóþ, è óñòàíîâèë ðîñò ãðàäèåíòà âèõðÿ â ïëîñêîì òå÷åíèè è
ñàìîãî âèõðÿ â òð¼õìåðíîì.

Íàäèðàøâèëè óñòàíîâèë ñóùåñòâîâàíèå áëóæäàþùèõ ðåøåíèé (â ñìûñëå
C
1-ìåòðèêè ñêîðîñòè).
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Óñòîé÷èâîñòü çàêðó÷èâàíèÿ â ïëîñêèõ ïîòîêàõ

T. Elginldi et al.
Ïóñòü â ñòàöèîíàðíîì ïîòîêå âñå ëèíèè òîêà � íåñòÿãèâàåìûå çàìêíóòûå êðèâûå,
è äâèæåíèå ÷àñòèö íåèçîõðîííî. Òîãäà íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâåííî- âðåìåííîå
ñðåäíåå ÷èñëà îáîðîòîâ ÷àñòèöû âîêðóã îáëàñòè ìàëî ìåíÿåòñÿ ïðè ìàëîì
âîçìóùåíèè.

Âîçìóùåíèå äîëæíî áûòü ìàëî ðàâíîìåðíî ïî âðåìåíè, íî ìåòðèêà äîïóñêàåò
ðàâíîìåðíûé êîíòðîëü ïðè îáû÷íîé íåëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè îñíîâíîãî ïîòîêà.

Íà ýòîé îñíîâå óñòàíîâëåíû:
1. ¾Ñòàðåíèå¿ ëàãðàíæåâà ïåðåìåùåíèÿ;
2. Ôèëàìåíòàöèÿ è çàêðó÷èâàíèå ëèíèé óðîâíÿ çàâèõðåííîñòè, ôåíîìåí
áëóæäàíèÿ.
3. Ðîñò ïåðèìåòðà ãëàäêèõ âèõðåâûõ ïÿòåí.
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Ñêåéëèíã-èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ

T. Elginldi et al.

Ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû íà îêðóæíîñòè ñòðåìèòñÿ ïðè t → ±∞ ê
êóñî÷íî-ïîñòîÿííîìó ðåøåíèþ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñêà÷êîâ, ïðè÷¼ì ãðàäèåíò
ðåøåíèÿ ðàñò¼ò íåîãðàíè÷åííî, äàæå åñëè ÷èñëî ñêà÷êîâ ðàâíî íóëþ. Ïðåäåëû íà
±∞ íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà â R2 îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â êëàññå òå÷åíèé
ñ îãðàíè÷åííûì è èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà íà óãîë 2π/m, m ≥ 3,
âèõðåì. Ïðè ýòîì çàòóõàíèå âèõðÿ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Ëîêàëüíîå îïèñàíèå
âðàùåíèÿ âîêðóã öåíòðà ñèììåòðèè äà¼ò íåêîòîðîå ñêåéëèíã-èíâàðèàíòíîå
ðåøåíèå. Ïðè ýòîì, áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè, íà áåñêîíå÷íîñòè âðàùåíèÿ íåò

Ñðåäè íà÷àëüíûõ äàííûõ c cèììåòðèåé ïîðÿäêà m ≥ 3 äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà â R2

òèïè÷íû (îáðàçóþò ìíîæåñòâî êàòåãîðèè 2) òàêèå, ÷òî âèõðü ðåøåíèÿ ñî âðåìåíåì
íåîãðàíè÷åííî ðàñò¼ò â C

1 ∩ L1, à äèñòîðñèè (ïðîèçâîäíûå ïîòîêà ïî íà÷àëüíûì
äàííûì) � â C.

Ñêàçàííîå âåðíî äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà íà äâóìåðíîé ñôåðå ïðè m ≥ 4. Êëþ÷åâóþ
ðîëü èãðàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñêîðîñòè âðàùåíèÿ âîêðóã ïîëþñîâ ðàçëè÷íû.
Ñîîòâåòñòâåííî, ëîêàëüíîå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ äà¼ò ñêåéëèíã-èíâàðèàíòíîå
ðåøåíèå ñèñòåìû íà îêðóæíîñòèâ ïðÿìîì è îáðàòíîì âðåìåíè.
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Èëëþñòðàöèÿ çàêðó÷èâàíèÿ âèõðåâîé ñòðóêòóðû íà
ñôåðå (Elgindi et al, 2022)
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Êîëëàïñ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Elgindi et al, 2019-2023 Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà èìåþò àâòîìîäåëüíîå îñåñèììåòðè÷íîå
ðåøåíèå, ãäå âèõðü ïðèíàäëåæèò C

α, α < 1/2 è âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

F ( x
(1−t)γ

)

1− t
.

Ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå ñêîðîñòè èìååò áåñêîíå÷íóþ ýíåðãèþ.
Ôóíêöèÿ F íå íàõîäèòñÿ ÿâíî, å¼ ñóùåñòâîâàíèå äîêàçûâàåòñÿ. Ñïåðâà
ðàññìàòðèâàåòñÿ ò.í. ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìîäåëü: Ωt = ΩKΩ, ãäå K � íåêîòîðûé
èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð íà ïîëóöèëèíäðå. Äëÿ ýòîé ñèñòåìû àâòîìîäåëüíûå
ðåøåíèÿ íàõîäÿòñÿ ÿâíî.
Ñëåäóþùèé øàã � äîêàçàòåëüñòâî âûæèâàíèÿ àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðè
ðàñøèðåíèè ôóíä. ìîäåëè äî ïîëíîãî óðàâíåíèÿ âèõðÿ.
Çàâåðøàþùèé øàã � äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî àâòîìîäåëüíûé êîëëàïñ âûæèâàåò,
êîãäà àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå äåôîðìèðóåòñÿ â ðåøåíèå ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì
âèõðÿ è êîíå÷íîé ýíåðãèåé ñêîðîñòè.
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Ìåõàíèçì How-Low (ãèïîòåòè÷åñêèé)

ωt + v∇x,zω = −ρx , ρt + v∇x,zρ = 0.
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